Lycée La Martiniere Monplaisir PT

TDg — Algebre bilinéaire

Exercice 1

1
Montrer qu’on définit bien un produit scalaire sur Ry [X] en posant (P, Q) = / P(t)Q(t)(1—t?)dt.
-1

Exercice 2

Soit E l'espace vectoriel des fonctions f définies et continues sur Ry et a valeurs dans R et Fs

—+oo
I’ensemble des fonctions de FE telles que / f (1’)2 dz converge.
0

:c2+y2
2

1. Montrer que, pour tout couple (z,y) € R?, |zy| <

+oo
2. En déduire que, si f et g appartiennent & E5 alors / f(@)g(x) dx converge
0
3. Montrer que F»> est un sous-espace vectoriel de F.
—+o0
4. On considére l'application (.,.) de Fy x E5 dans R définie par (f,g) = / f(z)g(x)dx
0

Montrer que (s,.) est un produit scalaire sur Es

Exercice 3 Un analogue pour les suites

Soit E I'espace vectoriel des suites & valeurs dans R et Fy ’ensemble des suites (uy, )nen telles que

+oo
la série Z u? converge.
k=0
1. Montrer que F5 est un sous-espace vectoriel de FE.
—+oo
2. On considére 'application (.,.) de Fy x E5 dans R définie par (u,v) = Z urvr Montrer que
k=0

(s, ) est un produit scalaire sur Es

Exercice 4

4
Pour P,Q € Ry[X], on pose (P, Q) = ZP(Z)Q(Z)
i=0

1. Montrer que (.,.) est un produit scalaire sur Ry[X].
2. On considére & présent U'ensemble E = {P € Ry[X]: P(0) = P(4) = 0}.
(a) Montrer que E est un sous-espace vectoriel de Ry[X].
(b) Montrer que E = {X (X —4)Q, Q € R3[X]}. En déduire une base et la dimension de E.
3. On définit une famille (M, Ma, M3) de Ry[X]| par P, = (X —2)(X —3), B, = (X — 1)(X —
3), Ps=(X—1)(X —2).
On pose alors M; = X(X —4)P,.
1
M; (i)

(a) Montrer que pour tout ¢ € [1,3], M;() # 0. On pose alors N; = M;.

(b) Montrer que (N1, No, N3) est une base orthonormée de E.
(¢) En déduire que pour P € E, on a P = P(1)Ny + P(2)N3 + P(3)Ns.

Exercice 5

Soit E un espace euclidien. Soient F1, ..., F), des sous-espaces vectoriels deux a deux orthogonaux
de E.

Montrer que la somme F; + --- + F,, est directe
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Exercice 6

Montrer que pour tout n € N* et pour tout (ai,...,a,) € R™,

lar| + -+ lan| < Viyfai + -+

Quand a-t-on égalité ?

Exercice 7

Orthonormaliser pour le produit scalaire usuel de R? la famille (a1, as,a3)
1. avec a1 = (0,1,1), as = (1,0,1), a3 = (1,1,0);
2. avec a1 = (1,-2,2), aa = (—1,0,-1), a3 = (5,-3,7).

Exercice 8 Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

Dans chacun des cas suivants, donner une base orthonormée du sous espace vectoriel F' de F,
muni du produit scalaire (-, -).

I E=F =Ro[X], (P,Q) :/1 PHQ) dt

.E//ZQ(R),FVect<<(1) _01>((1) g)(} _12>),<A,B>Tr(ATB).
1

4. E=R[X],F = Vect(X? +1, X3+ 1),(P,Q) = | P(t)Q(t)dt
0

[\

Exercice 9

. 4 . . . .
Soit R® muni du produit scalaire canonique.

1. Montrer que la base canonique B de R* est orthogonale.

3 4 —4 3 5 —12 12 5
2.0 =1=-,-,0,0 =(—,=,0,0 =(0,0, —, — =(0.0 =, =—).
1 pose el (5’5’ ’ )’62 (5’5’ ’ )’63 (’ "137 13)’64 (’ ’13’13)

Montrer que B’ = (e1, €2, €3, €4) est une base orthonormée de R*.
3. Déterminer Pp 3.

Exercice 10

4 . . . . . .
Dans R* muni du produit scalaire canonique, déterminer une base de F* dans les deux cas
suivants :

1. F =Vect((1,1,0,-2),(0,1,3,2))
2. F={(z,y,2,t) eER*: 2z +y—z24+t=0etz—y—t=0}

Exercice 11

Soit F un espace euclidien et soit F' et G deux sous-espaces vectoriels de E.
1. Montrer que (F + G)* = F-nG*.
2. En déduire que (FNG)* = F+ + G+,

Exercice 12

Soient F' et G deux sous-espaces supplémentaires d’un espace euclidien E. Montrer que E =
Ft oGt
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Exercice 13 Vecteur normal a un hyperplan

1. Dans R* muni du produit scalaire canonique, on pose F = {(z,y,z,t) € R* : 22 4+ 3y — z +
t = 0}. Montrer que F' est un hyperplan de R? et déterminer un vecteur v € R* tel que
r€F & (x,u)=0.

2. En déduire I'expression de la projection orthogonale sur F' ainsi que sa matrice dans la base
canonique.

Exercice 14

Sur .4, (R), on pose (A, B) = Tr(A" B). Soit p I'application définie sur .4, (R) par p(M) =
M+MT
—

1. Montrer que (-,-) est un produit scalaire sur ., (R).

2. Montrer que p est un projecteur de ., (R), et déterminer son image et son noyau.

3. Montrer que p est le projecteur orthogonal sur S, (R), Pensemble des matrices symétriques

de A, (R).
) ) . 1 sii=1

4. Soit M = (m j)i<ij<n € #n(R) la matrice définie par m; ; = )

0 sinon

Calculer N n}‘irtR) ||A—M]|. Méme question si M est la matrice dont tous les coefficients valent
€

1. ’

Exercice 15 Calcul de projetés orthogonaux

1
Soit £ = R3[X] muni du produit scalaire (P, Q) = / P(t)Q(t) dt.
0

1. Déterminer le projeté orthogonal de X? 4+ X + 1 sur F = R;[X].
2. Déterminer le projeté orthogonal de X* + X2 + X + 1 sur F = Vect(X® + X, X?,1).
3. Déterminer le projeté orthogonal de X2 — 1 sur F = Vect(1 + X, X? — X).

Exercice 16

Pour P,Q € R, [X], on pose p(P,Q) = P(0)Q(0) + B Pt)Q'(t)dt .
]

1. Montrer que ¢ est un produit scalaire sur Ro[X
2. On se place désormais dans le cas n = 2.
(a) Montrer que F = {P € Ro[X], P(1) = 0} est un sous-espace vectoriel. En donner une
base.
(b) Déterminer une base orthonormée de F
(¢) Déterminer la distance de X2 & F.

Exercice 17

Dans R3, soit P le plan d’équation 2z + y + z = 0. Déterminer une base orthonormée de P,
la matrice de la projection orthogonale sur P dans la base canonique et le projeté orthogonal de
v=(1,-3,2).

Exercice 18

z+y+z2z+t=0
T+2y+32+4t=0
la matrice dans la base canonique de la symétrie orthogonale par rapport a P.

On se place dans R* muni du produit scalaire usuel. Soit P : { . Déterminer
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Exercices issus d’oraux

Exercice 19
(Oral 2018)

On définit la suite de polynémes (H,,) par Hy = 1, H; = X et, pourn > 2, H,, =2XH, _1—H,_».
1. Montrer que, pour tout entier naturel n, le polynéme H,, est de degré n.
2. Soit n € N et 6 € R, calculer H, (cos(f)).
' P(HQ(1) N o
3. Montrer que (P, Q) — ——=——=—-=dt est un produit scalaire sur R[X] (On pensera bien &
1 V1—¢2

justifier la convergence d’une telle intégrale impropre).
4. Montrer que (H,,) est une suite orthogonale pour ce produit scalaire

Exercice 20
(Oral 2018)

Pour quelles valeurs de x et y réels I'intégrale I(z,y) = / (t* 42 cos(t) +y)? dt est elle minimale ?
0

Exercice 21
(Oral 2016)

On se place dans R® muni de sa structure euclidienne usuelle. On définit le plan F par Péquation
x+2y+2z = 0. On pose p la projection orthogonale sur F' et s la symétrie orthogonale par rapport

aF.
1. Déterminer une base orthonormale de F. La compléter en une base orthonormale de R?
2. Donner les matrices de p et s dans la base canonique.
3. Donner les matrices de p et s dans la base de la question 1.

Exercice 22
(Oml 2006, 2018)

Dans M,,(R) on définit (M, N) = Tr(M " N)
1. Montrer que l'on définit ainsi un produit scalaire sur M, (R).
2. Montrer que A, (R) et S,,(R) sont supplémentaires orthogonaux.

0 2 1
3. Décomposer [ 0 0 0| en la somme d’une matrice symétrique et d’une matrice antisymé-
0 0 1

trique.
Tr(MTA)

4. Soit A € M, (R) non nulle, montrer que ¢ : M — M — QW

A est une symétrie

orthogonale.

Exercice 23
(Oral 2012, 2016)

Pour (P,Q) € E = Ro[X] on pose (P,Q) = P(0)Q(0) + P'(0)Q'(0) + P"(0)Q"(0)
1. Montrer que 'on définit ainsi un produit scalaire sur F.

2. Montrer que B = (1, X, X 2) est une base orthogonale de E puis en déduire une base ortho-
normée C.

3. On définit f : P+ P(1— X). Montrer que f est un automorphisme de E et déterminer f~*.
Que peut-on dire de f 7

4. f est-elle une symétrie orthogonale ?
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Corrigés des exercices

Corrigé de I’exercice 1
Soit (P, Q) € Ry[X]?. Alors

@P = [ Qupou-fa= [ PowE-#)d=(PQ).

Donc (-, -) est symétrique.
Soient P, @, R € Ro[X] et A € R. Alors

NP+ Q. R) = /< P(t) + Q) R()(1 - 2) dt

—)\/ Pt 1—t2)dt+/1 QUR()(1 — ) dt

— Rédaction
=MP,R) +(Q, R) Pour conclure que
.. s e s L. linéaire a gauche im-
Ainsi, (-,-) est linéaire & gauche, et donc bilinéaire symétrique. { plique bilinéaire, il

faut impérativement
avoir prouvé aupara-
vant la symétrie.

Si P € Ry[X], alors
(P, P) = / P(t)*(1 —t%)dt.

~1
Puisque la fonction t +— P(t)%(1 — %) est positive sur [~1,1], (P, P) > 0.
1
Enfin, si (P, P) = 0, alors / P(t)?(1 —t*)dt = 0. Mais la fonction ¢ — P(t)?(1 — t?) est continue
—1

Remarque
et positive sur [—1,1]. C’est donc la fonction nulle, et ainsi, La continuité est
fondamentale ici.

vt € [-1,1], P(H)*(1 — t*) = 0.

Mais pour ¢ €] — 1,1[, 1 — #* # 0 donc P(t)? = 0 et donc P(t) = 0.
P possede donc une infinité de racines : P est le polynéme nul.

Ainsi, (-,-) est bien un produit scalaire sur Ro[X].

Corrigé de I’exercice 2
1. Soit (z,y) € R?, on a alors (|z| — |y|)?

En développant cela donne
jz* = 2]z [y + [y|* = 0

D’ou ) )
7ty
<
|zy| 5
2. Soit (f,g) € E2, on a alors
2 2
Voe ool 0< |f(@)gle) < LI

T f (@) + g(2)?
2

+o0 +oo
Or les intégrales / f2(z)dz et / g*(x) da convergent donc I'intégrale / dz
converge. 0 0 0

Par théoreme de comparaison pour les intégrales des fonctions positives on en déduit que
—+oo

+oo
lintégrale / |f(x)g(x)| dz converge. L’intégrale / f(@)g(x)dx est ainsi absolument
0 0

convergente donc convergente.
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3. La fonction identiquement nulle appartient clairement a Es, ainsi Fo est non-vide.

Soit (f,g) € E2 et A € R, on a alors, pour z € [0, +00]

(f(@) + Ag(2))? = f(2)* + 2Af(2)g(2) + N g(x)*
F@)® +[20f (2)g(@)] + Ng(x)?

<
< f(2)? + [A(f(2)* + g(2)?) + Ng(2)?

Ainsi
Vo e (0,400, 0< (f(2)+Ag(2)? < (14N F(2)? + (A + A*)g()*

+oo +o0 too
Or les intégrales / f2(z) dx et / g*(z) dz convergent donc l’intégrale/ (14 N f(2)? 4+ (A + M) g(z)? de
converge. 0 0 0

Par théoréme de comparaison pour les intégrales des fonctions positives on en déduit que
“+o0

I'intégrale / |(f(x) + Ag(2))?| dz converge. Ainsi f + \g € Es.
0

Finalement Fs est bien un sous-espace vectoriel de E.
4. Soit (f1, fa,9) € E3 et A € R, on a alors

+oo
1+ Mag) = / (1(2) + Ma(2))g() da
+oo
:14 f1(@)g(x) + Ma(@)g(z) da

+o00 oo
— / fi(x)g(z)dz + A / fa(x)g(x) da
0 0
= (f1,9) + Mf2,9)

L’application (.,.) est donc linéaire & gauche.

Soit (f,g) € F2, alors
+oo +oo
(f.9) = / f(@)g(z) dz = / o() f(x)dz = (g, f)

L’application (,.) est donc symétrique. Puisqu’elle est linéaire & gauche et symétrique elle
est donc aussi linéaire & droite et ainsi elle est bilinéaire.

+oo
Soit f € Es, on a alors (f, f) = / f2(z)dz. Comme f? est positive sur [0, +oo[ alors
0

/+oo f?(z)dx = 0 et donc (f, f) = 0.
0

L’application (.,.) est donc une forme bilinéaire positive.

“+o0
Soit enfin f € Es telle que (f, f) =0, on a alors / f2(x)dx = 0.
0

La fonction f? est alors une fonction ‘ positive et continue ‘ sur l'intervalle [0, +o00[ d’intégrale

nulle sur cet intervalle. Ainsi elle est nulle sur [0, +oo], i.e. f = 0g,.

Finalement lapplication (.,.) est une forme bilinéaire définie positive sur Es, c’est-a-dire un
produit scalaire.

Corrigé de I’exercice 3

1. La suite constante égale & 0 appartient a Fs donc Fs est non-vide. Soit u = (un)nen et
v = (U )nen deux éléments de Fy et A € R

Pour n € N on a (u, + Av,)? > 0 et
(ty + Mvp)? = U2 + 2 upv, + A202 <2 + | M(u2 +02) + Mo?

On sait que les séries de termes généraux (u2)nen et (v2),en convergent. Ainsi par théoreme

de comparaison pour les séries a termes positifs on en déduit que la série de terme général
2 .

((un + Avy,) )nEN converge, i.e. u+ \v € Fs.

Finalement Fs5 est bien un sous-espace vectoriel de E
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2. u = (Up)neN, ¥ = (Un)nen et v = (wy)nen des éléments de F5 et A € R, on a alors

“+o0
<u + Av, U)> = Z(un + Avn)wn

n=o
+oo
= E Up Wa, + AV Wy,

n=o

400 “+ o0

= Z Up Wy + A Z VW,
n=oq n=o

= (u, w) + Av, w)

L’application (,.) est donc linéaire & gauche.

Soit (u,v) € E3, alors

+oo +oo
<u7v> = Zunvn = Zvnun = <v7u>
n=0 n=0

L’application (.,.) est donc symétrique. Puisqu’elle est linéaire & gauche et symétrique elle
est donc aussi linéaire a droite et ainsi elle est bilinéaire.

400
Soit u € Es, on a alors (u,u) = Z u? > 0.
n=0
L’application (.,.) est donc une forme bilinéaire positive.
400
Soit enfin u € Fy telle que (u,u) = 0, on a alors Z u? = 0.
n=0

Une somme de réels positifs est nulle si et seulement si tous ses termes sont nuls, ainsi

Vn €N, w2 =0

n

La suite u est donc la suite constante égale & 0, i.e. u = O Finalement 'application (.,.) est
une forme bilinéaire définie positive sur Fs, c’est-a-dire un produit scalaire.

Corrigé de I’exercice 4

1. Soient P, @, R € Ry[X] et soit A € R. Alors

4
(AP +Q,R)=> (AP +Q)(i)R(i)
i=0
=AY _P(i)R(i)+ Y _ Qi)R(i)
=0 =0
= MP,Q) +(Q, R).
Donc (-, -) est linéaire & gauche.
De plus, pour tous P, @ € Ry[X], on a
(@Q,P)=>_Q(i)P(i) =>_ P(i)Q() = (P, Q).
=0 i=0

Donc (-, -) est symétrique, étant déja linéaire & gauche, elle est donc bilinéaire.
Pour P € Ry[X], on a

4
(P,P)=Y_P(i)*>0.
1=0

Enfin, (P, P) = 0 si et seulement si Vi € [0,4], P(i)*> = 0 < P(i) = 0.

Mais un polynéme de degré au plus 4 qui posséde 5 racines est nécessairement le polynome Iy a bien 5 nombres
nul, donc (P, P) =0= P = 0. dans [0, 4].

Et donc (-, -) est un produit scalaire sur Ry[X].
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2. (a) Nous pourrions bien entendu le prouver « & la main »comme d’habitude.

Préférons tout de méme noter que E; = {P € R4[X] : P(0) = 0} est un hyperplan de
R4[X], car noyau de la forme linéaire non-nulle P — P(0). C’est donc en particulier un
sous-espace vectoriel de R4[X].
De méme, Ey = {P € Ry[X]: P(4) = 0} est un hyperplan.
Et donc E = E; N E5 est un sous-espace vectoriel de Ry4[X] car intersection de deux
sous-espaces vectoriels.

(b) Soit P € R4[X]. Alors P € E si et seulement si 0 et 4 sont des racines de P, donc si et
seulement si P est divisible par X (X — 4).
Donc si et seulement si il existe @ € R[X] tel que P = X (X — 4)Q.

P étant de degré au plus 4, nécessairement () est de degré au plus 2 et donc E =
{X(X —4)Q, Q € Ry[X]}.
Puisque tout polynome de Ry[X] s’écrit de maniére unique Q@ = aX 24 bX + ¢, tout
polynéme de F s’écrit de maniere unique P = aX3(X —4) +bX?*(X —4) +cX (X —4).
Ainsi X3(X —4), X?(X —4), X(X —4) est une base de E, qui est donc de dimension 3.

3. (a) Il est clair que les racines de M; sont tous les entiers de 0 a 4, sauf ¢, et donc i n’étant
pas racine de M;, M;(i) # 0.

(b) Pour (i,7) € [1,3]% on a

1 1 1
(Ni, Nj) = <M(Z)M Alj(j)Mj> ~ Mi(i)M;(j)

Or, (M;, M;) ZM

MaisMi(k):Osik#i donc (M;, M;) = M;(¢)M;(3).
Si ¢ # j, on a alors M;(i) =0, donc (N;, N;) = 0.
Et si i = j, alors (M;, M;) = WMZ(Z)z =1.

Et donc (M1, Ma, Ms) est une famille orthonormée de E. En particulier, elle est libre.
Etant de cardinal 3 = dim E, c’est une base de E.

(¢) Puisque (N7, No, N3) est une base orthonormée de E, tout polynéme P s’écrit

P = (P,Ny) + (P, N3) N2 + (P, N3) N3.

Détails
. M;(i)
Or, pour i € [1, 3], E P(k = P(i)N;(i) = P(i)~—=% = P(i). Nous avons (encore)
Mz(z) e . .
k=0 utilisé le fait que

Ni(k) =0sik # i.

Et donc P = P(1)N; + P(2)Ny + P(3)Ns.

Corrigé de ’exercice 5

Soient x1 € Fy, x5 € Fy, ..., x, € F), tels que
1+ 22+ +z, =0g.
Alors, pour i € [1,n], on a
(iyx1 + @24+ + 20) = (24,0g) = 0.
Or, par linéarité a droite du produit scalaire, on a également
(i, x1) + -+ + (x4, 2,) = 0.

Mais les F; étant deux & deux orthogonaux par hypothese, on a (z;,z;) = 0si ¢ # j.
On en déduit que ||z;]|*> = (z;, ;) = 0, et donc nécessairement 2; = 0.
Ceci étant vrai pour tout ¢, on a x1 = x9 = =z, =0 : les F; sont en somme directe.

Corrigé de l’exercice 6

On se place dans R"™ muni du produit scalaire canonique.
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1 sia; >0

Pour i € |1,n] on pose b; = .
[1,n] onp {1 si ai < 0

Alors, pour i € [1,n] on a a;b; = |a|.

Posons a = (a1, ,ay) et b= (by,---by,). Alors
(a,b) = Zaibi =la1| + -+ |an]
i=1

Et
lall = fai+---+ai et ol=vn

L’inégalité de Cauchy-Schwarz nous assure que (a, by < ||al - ||b||, c’est-a-dire

lai| + -+ |an| < Vny/a? + -+ +a2.

Corrigé de I’exercice 7

aq aq 1
1. On pose by Tl ~ V2 5 (0,1,1)
On pose ensuite
az — <112,bl>b1
laz — (a2, b1)b1 ||
~(1,0,1) - §(0,1,1)
~1(1,0,1) = 3(0,1, 1) |

by =

— %(27_131)
1j@ -1, 1)
_ (27_171)
Ve
Puis
ba — az — <a3,b1>b1 - <a37b2>b2
7 Ylas — (a3, b1)b1 — {as, b2)bs
~(1,1,0) - 5(0,1,1) — §(2,-1,1)
H(L 1,0) - %(07 1a 1) - %(27 _L 1)“
o 3(4,4,-4)
1|4, 4,—)]
_ (1713_1)
V3
Lf'll<1(011)1(211)1(11 1))t1 b th be de R?
a famille | —(0,1,1), —=(2,-1,1), — (1,1, — est alors une base orthonormée de
V2 V6 3
obtenue & partir de (a1, az, as).
ai aiy 1
2. Onpose by = — = — = -(1,-2,2)
laal V9 3

On pose ensuite
by — as — <a2,51>b1
g = 2 BT
l|az — (a2, b1)b: |
o (=1,0,-1) — F2(1,-2,2)
[I(=1,0,-1) = (1, -2,2)]]

_ %(_2a _27 _1)
3 1(=2,-2,-1)|
1

= g(_2a _27 _1)
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PT

Puis

bs =

as — (as, b1)by — (a3, ba)bs

laz — (a3, b1)b1 — (a3, bz

)b2||

(5 -3, 7) — &(177272) _11( 2,-2, *1)
H(57 -3 7) (17_272) 711( 23_2
_ (=212
l5-21.2)
1
= 5(-2,1,2)

1
3
obtenue a partir de (a1, az, as).

1
La famille (3(17 —2,2),

1
(-2,-2,-1), 5(_2’ 1,2)) est alors une base orthonormée de R3

Corrigé de I’exercice 8

1. On applique le procédé de Gram-Schmidt a la base canonique de Ry[X], on obtient

1 1
PO = e—_— = —
1 v2
p_ X (X P)P
TIX =X, Py P0||

X% —(X? P))Py — (X%, )Py

Py =

2. On obtient
L)L
V2 \0 —-1)72

3. On obtient

1 1 1
= (1,0,1,0), ——(1,2, -1,2), ——(1, —
a0t O g2 2 g
4. On obtient
1
%(XQ +1), 4(16X3 —15X2 4 1)

V2

2

X2 = (X2, Po)Py — (X2, P)Py||

(6 )

(

X

45
8

0 1

1

Corrigé de I’exercice 9

1. C’est du cours.
2. On calcule tous les produits scalaire (e;, e;).

On en déduit que la famille (e1, eq, e3,e4) est orthonormée. La famille (eq, ez, e3,e4) est une
famille orthonormée de cardinal 4 dans R* qui est de dimension 4, c’est donc une base

) 4
orthonormée de R™.
3. Nous savons que

Pgp =

o O U ot W

On sait que B est orthonormée.

—4
3
5
0

0

Sletls =

10
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Les deux bases étant orthonormées, la matrice de passage de B a C est une matrice orthogo-
nale, et donc son inverse est facile a calculer : il s’agit de sa transposée :

3 4
Sz 0 o
2y
— 2 0 o0

PB',BZggL%—m
"R B

13 13

Corrigé de ’exercice 10

<($,y, Z7t)’ €1>

. Ainsi, on a
(x7y7 Z? t)762> ’

=0
1. On sait que (z,v,2,t) € F* si et seulement si { 0

Fr={(z,y,2,t) ER' 1z +y — 2t =0 et y + 32 + 2t = 0}.

Nous avons donc répondu a la question, mais allons un peu plus loin en déterminant une

base de F1 : (z,y, z,t) € F* si et seulement si
r+y—2t=0 r=2t—y r=3z+4t
=4 =4
y+3z2+2t=0 y=—-32—2t y=—2z—-2¢
Et donc,

(x,y,2,t) € FX & (x,y,2,t) = (32 + 4t, =32 — 2t, 2, 1)
& (z,y, 2,t) € Vect((3,-3,1,0), (4,—2,0,1)).

Ainsi, F+ = Vect((3,-3,1,0), (4,—2,0,1)).

2. Commencons par déterminer une base de E. On a
r+y—z+t=0 z =2z
(z,y,2,1) € F & = & (z,9,2,t) = (z,9, 2z, z—y) € Vect((
r—y—t=0 t=xz—y
Cette famille génératrice de F' étant formée de deux vecteurs non colinéaires, elle est libre et
donc il s’agit d’'une base de F.
Alinsi, un vecteur (z,y, z,t) € R?* est dans F* si et seulement si
((x,y,2,1),(1,0,2,1)) =0 o r+22z+t=0 o r=—t—2z
<($,y,z,t),(0,1,0,—1)>=0 y_t:O y:t
On en déduit que
(iL’, Y, Z’t) € FJ_ g ($7 Y, 2, t) = (7t*22, ta 2, t) A (:L'a Y, Z7t) € VeCt((fz Oa 1; 0)7 (*la ]-7 07 1))
On vérifie aisément que cette famille est libre, et donc que c’est une base de F*.
Notons qu’on obtient alors F* de dimension 2, ce qui est cohérent avec
dim F* = dimR* — dim F.
Corrigé de l’exercice 11
1. On va procéder par double inclusion

Soit € F NGt et y € F 4+ G, on peut alors écrire y = yp + yg avec yp € F et yg € G,

Comme z € F* on a (z,yr) = 0 et, comme z € G* on a (z,yc) = 0. Ainsi (z,y)x,y) = 0.

4

— Remarque

On a obtenu ici une
base de F* parmi
d’autres, il y a,
comme d’habitude,
une infinité de bases
de Ft.

auaza J-)a (U7 J-,Ua 71))

— Astuce

Si on veut gagner du
temps, on peut no-
ter qu’un vecteur est
dans F si et seule-
ment si il est ortho-
gonal & (1,1 —1,1)
et a (1,-1,0,—-1) :
ceci se voit directe-
ment sur les deux
équations définissant
F.

Autrement dit, en
notant G le sous-
espace engendré par
ces deux vecteurs,
F=G"

Et donc F+ =
GH*=a!

11
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 est orthogonal & tout élément de F 4+ G donc z € (F + G)*.
On a donc FX NGt c (F+G)*.

Soit maintenant z € (F + G)*, ainsi
Yu € F, Yv € G, (z,u4+v) =0
En prenant en particulier u = 0 ou v = 0 on obtient
Yu € F, (z,u) =0

Yv € G, (z,v) =0
Ainsi z € F+ et 2 € G+ et donc z € FX NG+
On a donc F +G)* ¢ FX NG* et ainsi (F 4+ G)t = F-nGt

2. Soit A et B deux sous-espaces vectoriels de F, on applique le résultat précédent & A+ et B,
on a donc

(AL 4 %L)L _ (AL)L N (BL)L
Comme on A et B sont des sous-espace vectoriels de 'espace euclidien F on a (A+)* = A
et (BY)T =B, d’on
(A +8Ht=AnB
En passant & Porthogonal on obtient, puisque A+ + 2" est aussi un sous-espace vectoriel de

I’espace euclidien F/
A+ Bt =(AnB)*

Ce qui est le résultat voulu.

Corrigé de I’exercice 12

Puisque F' et G sont supplémentaires, on a dim F + dim G = dim E. Et donc
dim F* +dim Gt =dim E — dim F + dim F — dim G = 2dim E — dim F = dim E.

Soit € FX N G*. Puisque E = F & G, z s’écrit de maniére unique = zp + g, zp € F et
zg € G.
Mais alors

I2]* = (z,z) = (zF + 26, 2) = (zr,2) + (g, ).

Mais puisque z € F* et zp € F, il vient (zp,z) = 0. Et de méme (z¢,z) = 0.

On en déduit que ||z|| = 0 et donc z = 0.

Ainsi, nous venons de prouver que FX NG+ = {0g}.

Combiné a 'égalité précédemment prouvée sur les dimensions, cela prouve que E = F+ @& G*.

Corrigé de I’exercice 13

1. Puisque F est le noyau de la forme linéaire ¢ : (x,y, z,t) — 22 + 3y — z + ¢.
Et donc étant le noyau d’une forme linéaire, ¢’est un hyperplan.
D’aprés la question précédente, nous pouvons prendre pour u une base de F*.
Or, ce F* étant de dimension 1, il suffit de trouver un vecteur non nul de F* : ce sera
automatiquement une base de F*.
Mais pour (z,y,z,t) € R* on a

(x,y,2,t) EF=2x4+3y—z2+t=0< {(z,y,2,1),(2,3,—1,1)) = 0.

Et donc u = (2,3, —1,1) est dans F*, et donc est une base de FX.

Remarque : notons que dans le cas d’un hyperplan de R3, cette notion a déja été rencontrée :
il s’agit de celle de vecteur normal.

Par exemple, si F = {(z,y,2) € R® : x +y — 22 = 0}, alors u = (1,1,-2) est précisément
ce qu’on appelait vecteur normal a F en terminale. Autrement dit, pour se donner un plan

dans l’espace, il suffit de se donner un vecteur normal au plan. Ici on parle de plan
vectoriel, c’est-d-dire
de sous-espace
vectoriel, donc qui
12 PR3 PiE S NIAETGth
par (0,0,0).
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2. u=(2,3,—1,1) est une base de F*, ainsi la projection orthogonale sur F est application

((x,y,2,1),(2,3,-1,1))(2,3,-1,1)
(2,3, =1, 1)l

ppe o (2,y,2,t) —
C’est-a-dire

1
prL o (x,y, 2, 1) — B(4z—|—6y—2z+2t,6z+9y—3z—|—3t,—2x—3y—|—z—t,2x—|—3y—z—|—t)

Et donc
PF - (mvyvzvt) = (x7y7zvt) _pFi(($7yazat))

C’est-a-dire

1
pr:(x,y, 2, 1) = 1—5(11x—6y+2z—2t,—6x+6y—|—3z—3t,2x+3y—|—14z—|—t, —2x—3y+2+14t)
On peut alors donner la matrice de pr dans la base canonique C de R*

11 -6 2 -2
1 (-6 6 3 -3
Bl2 3 14 1

2 -3 1 14

Mate (pr) =

Corrigé de l’exercice 14

1. Soient A, B,C € 4#,(R) et A € R. Alors
(AM+B,C) = Tr(AM + B)'C) = Tt(AATC+BTC) = ATr(AT C)+Tx(BTC) = MA, C)+(B, C).

Donc (-, -) est linéaire & gauche.
Soient A, B € .#,(R). Alors

(A,B) =Tr(ATB) = Tr ((ATB)T) = Te(BTA) = (B, A).

Donc (-, -) est symétrique, donc bilinéaire symétrique.
Soit A = (ai7j)1§i7]‘<n S %n(R) Alors

<A,A>=Tr<ATA>=i AT4), ZZ (AT)igAj ZZGW
i=1 i=1 j=1 i=1 j=1

Et une somme de carrés étant nulle si et seulement si chacun de ces nombres est nul, il vient
alors

(A, A) =0 V(i,j) € [Ln]* ai, =0 & V(i,j) € [1,n]* a;; =0 A=0.

Et donc (-, -) est bien un produit scalaire sur .4, (R).
2. Il est évident que p est un endomorphisme de .#,(R). Et on a alors, pour M € ., (R),

) M+M™\ 1(M+MT (M+M'\"\ 1/M+M +MT+M\ M+M"
pPM)=p{—— ) =35 + =5 = = p(M).
2 2 2 2 2 2 2
Ceci étant vrai pour tout M € ., (R), il vient p? = p, et donc p est un projecteur.
M+MT
On a alors M € Ker(p) & % =0 M'=-M.
Et donc Ker(p) est 'ensemble A, (R) des matrices antisymétriques. — Remarque
D’autre part, nous savons que pour tout projecteur, Im(p) = Ker(p — Id). Ceci prouve donc
M+MT
Et donc M € Im(p) & p(M) =M & MM MaeM=M". que S, (R) et A, (R)
2 i sont supplémen-
Ainsi Im(p) est Pensemble S, (R) des matrices symétriques. { taires dans .7, (R),

puisque I'image et le
noyau d’un projec-
teur sont toujours
supplémentaires.

13 Bastien Marmeth
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3. 1l s’agit de prouver que A, (R) = S, (R) .
Or, puisque nous savons déja que 4, (R) = S,,(R) @ A, (R), alors

dim S,,(R)* = dim .#,(R) — dim S,,(R) = dim A, (R).
D’autre part, pour A € A,(R) et S € S,(R), on a
(A,S) =Tr (ATS) = —Tr(AS) = — Tr(SA) = —Tr(STA) = —(S, A) = —(A, 5).

On en déduit que (A, S) = 0. Et donc toute matrice de A, (R) est orthogonale & toute matrice
de S,(R) : A, (R) C S, (R)L.
Ces deux espaces étant de méme dimension : ils sont égaux, et donc p est la projection
orthogonale sur S, (R).

4. Nous savons que le minimum cherché existe, et est égal a la distance entre M et A, (R).
Ce minimum est ||g(M) — M||, onr q est le projecteur orthogonal sur A, (R).

M+MT
Mais ¢ = Id — p. Et donc ¢(M) — M = —p(M) = M
M+ MT 1
On en déduit que le minimum cherché est H—; = §||M +MT.
2 1 ... 1
- 1 0 ... 0 — Remarque
Or, M+M' =1. . . |, de sorte que
o : La formule prouvée
1 0 ... 0 dans la question 1.
pour (A, A) permet
| M + MTH2 =4+2(n—1)=2n+2. < d’obtenir facilement
|A]|* en fonction
ol des coefficients de
Et donc le minimum cherché est {/ ——. A : C’est la somme
2 des carrés des coeffi-
cients.
Si M est la matrice dont tous les coefficients valent 1, alors M € S, (R) = Ker(q), et donc
q(M) = 0.
On en déduit que le minimum cherché est | M|| = vn? = n.
Corrigé de I’exercice 15
1. Une base de R;[X] est (1, X).
Le projeté orthogonal de P = X? + X + 1 sur F = R;[X] s’écrit aX + b, et on doit avoir
X2+ X +1—pp(P) € F* donc
) v 1 l1-a
(X +X+1—abe,1>:/ (t +(1fa)t+(1—b))dt:§+ +1-b=0
0
De méme L1 L
(X2+ X +1-pp(P),X) =~ + —— 4 =2 =0
4 3 2
et donc a et b sont solutions du systeme
24+3(1-a)+6(1-b)=0 _ f3a+6b=11 azg
3+4(1—a)+6(1—-0)=0 4a 4+ 6b =13 bzg
et donc 5
PF(P):2X+6~ Remarque

Comme pour tous
les projecteurs, si
r € Imp, alors
p(z) = x.

2. Notons que

X4+ X2+ X41=(X3+X)+X%2+1 € F, et donc pp(X3+ X2+ X +1) = X3+ X2+ X +1.

14 Bastien Marmeth
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3. Notons P = X2 — 1, et soit pp(P) = a(1+ X) +b(X? — X). Alors comme précédemment, on

obtient le systeme

41 —b) —6(a—b) —12(14+a) +3(1 —b) —4(a—b) —6(1+a) =0 o Watsb=11
12(1 —b) —15(a — b) — 20(1 + a) — 15(1 — b) + 20(a — b) + 30(1 +a) = 0 15a —2b = —7
1
< a_:;ﬁ
=1

20, 32 10

On en déduit que pp(z) = 11 s 1T

2.

Corrigé de ’exercice 16

. Soit (P, Q) € Ry[X]?. Alors

1

©(Q, P) = Q(0)P(0) + /_1 Q' (t)P'(t) dt = P(0)Q(0) +/ P()Q'(t) dt = (P, Q)

-1

Donc ¢ est symétrique.
Soient P,Q, R € R,[X] et A € R. Alors

1

e(AP +Q,R) =(\P + Q)(0)R(0) + / (AP +Q)'(t)R'(t)dt

=AP(0)R(0) + Q(0)R(0) + A/l P'(t)R/(t)dt + /l Q'(H)R'(t)dt
=Ap(P, R) + ¢(Q, R)

Ainsi, ¢ est linéaire a gauche, et donc bilinéaire symétrique.
Si P € R, [X], alors
1
©(P,P) = P(0)? +/ P'(t)? dt.
-1

Puisque P(0)? > 0 et que la fonction ¢ — P’(t)? est positive sur [~1, 1], (P, P) > 0. Enfin, si
1

(P, P) =0, alors P(0)? +/ P'(t)*(1 —t*)dt = 0.

~1
Une somme de réels positifs est nulle si et seulement chaque terme est nul, ainsi P(0) =0 et
1
/ P'(t)*dt=0
—1

Mais la fonction ¢ — P’(t)? est continue et positive sur [~1,1]. C’est donc la fonction nulle,
et ainsi,

vt € [-1,1], P'(t)? = 0.

P’ posséde donc une infinité de racines : P’ est ainsi le polyndme nul, d’oll P est constant.
Or P(0) =0 et ainsi P = Og,, [x]
Finalement ¢ est bien un produit scalaire sur R, [X].
(a) Posons ¢ : Ry[X] — R .1 est une forme linéaire sur Ro[X].
P~ PQ1)
On a F = Ker(¢)), F est un hyperplan de Ry[X] donc un sous-espace vectoriel de

dimension 2.

La famille (X — 1, (X — 1)?) est une famille de F, elle est libre car échelonnée en degrés.
Il s’agit d’une famille libre de cardinal 2 dans F' qui est de dimension 2, c’est donc une
base de F'.

fondamentale ici

Remarque
+7La continuité est

15
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(b) On va appliquer le procédé de Gram-Schmidt & la base obtenue précédemment.

! X-1
Onap(X—-1,X—-1)=(-1)? +/ 12dt = 3. On pose alors P = ——
1 V3
On a
o((X —1)%, Py) L o((X —1)2, X —1) ! < 1+/1 2t 2dt> =5
-5 5n)=—7 -5 A =-1)=—|- - =—
V3 V3 1 V3
D’ou 5
(X~ 1)? (X — 17, PPy = (X~ 1+ 2(x ~ 1)
Puis
5 5 5, B 4 L 5\
(X -1+ (X-1),X-1)+-(X-1)==-+ 20-24 <) dt
3 3 9" ), 3
4 ! 4 1
== 42 — —t+ —dt
9 + /_1 3 + 9
1,80
9 39
_ 10
3
3 , 5
On pose alors Py = 10 (X -1+ §(X -1
(¢) Notons, pour P € Ry[X], ||P||* = ¢(P, P). — Pythagore
D’apres le cours on sait que d(X?, F) = | X% — pp(X?)]. Exploiter autant que

. 2 2 2 L. possible le théoreme
Or, puisque X* — pp(X?) et pp(X*) sont orthogonaux, le théoréme de Pythagore nous de Pythagore ici va

assure que HX2H2 = ||X2 —IDF(X2)||2 + ||10F(X2)||2 et donc 4 nous permettre de
simplifier beaucoup
d(X?, F)? = || X2 - lpr(X?)|? les calculs & faire
pour obtenir le ré-
Comme (P, P;) est une base orthonormée de F on a pp(X?) = (X2, P1)Pi+p(X?, Py)P,. |sultat final.

Puisque P; et P; sont orthogonaux, le théoreme de Pythagore nous assure alors que

lpr (X2)* = o(X2, PP + lo(X2, Po) Pol|* = 9(X?, P1)? + (X2, P1)?

Ainsi
d(X? F)? = | X?|? — o(X?, P1)? — o(X?, Py)?
Or
! 8
\|X2\|2:02+/ 4 dt = —
. 3
2 ! 2
¢(X,P):0x(f1)+/ Ztdt=0
' IRVE]
) 3 [t 5
O(X? P)=0x (1) +2¢/— [ t(2t—2+ =) dt
10/, 3
3 ! t
=2/ — 212 — — dt
10 /_1 3
83 8
3v10 /30
Dot 8 64 16 8
AX*F)P=--0"— _—=_—_=—
3 30 30 15
) 8
Et donc d(X*, F) =4/ —.

15
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Corrigé de ’exercice 17

On a P = Vect((1,-2,0),(1,0,—2)). La famille ((1,—2,0), (1,0, —2)) est libre, c’est donc une base
de P.

. . L1 . (1,-2,0) 1
On lui applique le procédé de Gram-Schmidt. Posons a = ———— = —(1,-2,0).
||(17_270)H \/g
Puis on pose
b= (1’ 0’ _2) — <(1707 _2)>a>a
”(17 Ov 72) - <(1’ 07 *2), a>a||
_ (1a07 *2) — %( a*270)
I(L,0,-2) = £(1,-2,0)
_ £(4,2,-10)
£ 14,2, -10)
_ (4,2,-10)
Y120
- (2,1,-5)
30

Pour déterminer la projection orthogonale sur P il va étre plus facile de déterminer la projection
orthogonale sur P+.

1
On a P+ = Vect((2,1,1)), ainsi ¢ = —=(2,1, 1) est une base orthonormée de P*.

V6
1
Pour (z,y,2) € R* onaalors ppL ((x,y,2)) = ((x,y, 2), c)e = 6(4x+2y+2z, 2x+y+z,20+y+z).

Ainsi, en notant C la base canonique de R?, on a

1 4 2 2

Matc(pps) = 6 2 11

2 1 1

D’ou
1 2 -2 =2
Matc(pp) = I3 - Matc(ppj_) = 6 -2 5 -1
-2 -1 5
De méme

1 1
pP(U) =V —=PpLw) = (17 _372) - 6(2a 1; 1) = 6(47 _197 13)

Corrigé de ’exercice 18
On a P+ = Vect((1,1,1,1),(1,2,3,4)).
1 1
Par orthonormalisation de Gram-Schmidt on en déduit que <2(1, 1,1,1), \/7270(73’ -1,1, 3)>
est une base orthonormée de P*.

Notons s la symétrie orthogonale par rapport a P, on a s = pp —ppr = Id—ppr — ppL =
Id—2ppL

Or, pour (z,y, zt) € R* on a

1 1 1 1
w) = (u, =(1,1,1,1))=(1,1,1,1) + (v, —— (-3, —1,1,3)) ——(—3,—1,1,3
prs ()= {1 (L1 LD)F(L L L1) + o, et )
t —3x — 3t
:w(l’:l?l’l)_’_ xz y+Z+ (_37_171’3)
4 20
1
:%(14x+8y+2z—4t,8x+6y+4z+2t,2x+4y+6z+8t,—4x+2y+8z+14t)

17
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D’otl, en notant C la base canonique de R*

14 8 2 —4
1 8 6 4 2
MatC(pPi) - % ) 4 6 8
-4 2 8 14
Et donc
-8 —-16 —4 8 -2 -4 -1 2

1 ]1-16 8 -8 -4 11-4 2 -2 -1
MatC(S)ZI4—2MatC(pPL): % 4 -8 8 —16 = g 1 _9 9 4

8 -4 -16 -8 2 -1 —4 =2

Corrigé de ’exercice 19

1. On va montrer par une récurrence double que, pour tout n € N, H,, est de degré n
Initialisation :
D’aprés I’énoncé, pour n € {0,1}, H, est bien de degré n
Hérédité :
Soit n > 1. On suppose que H,, est de degré n de monéme dominant a, X" et que H, 1 est
de degré n — 1.
Ainsi H,, peut s’écrire H,, = a, X" + Q,(X) ot Q,, est de degré inférieur ou égal a n — 1.

On a alors
Hpp1 =2XH,(X) — Hy1(X) = 20, X" +2XQ,, — H_1

2XQ@Qn(X) — Hp—1(X) est une somme de polyndmes de degrés inférieurs ou égaux a n, son
degré est donc inférieur ou égal a n.

On a donc écrit H,, 1 sous la forme d’un monéme de degré n+1 : 2a, X", plus un polynéme
de degré strictement plus petit que n + 1. Son degré est alors n + 1

On a ainsi prouvé par récurrence que, pour tout entier n, H,, est un polynéome de degré n.
2. On va procéder par récurrence double sur n

Initialisation :

Pour n =0 et n =1 on a, de maniere évidente

V0 e R Hp,(cos(f)) = cos(nd)

Hérédité :
Soit n € N. On suppose que, pour tout réel 8, on a

H, (cos(f)) = cos(nf) et H,_1(cos(h)) = cos((n—1)0)

Soit # € R. On a alors

H, 1 1(cos(0)) = 2cos(0)H, (cos(0)) — Hy—1(cos(9))
= 2cos(0) cos(nf) — cos((n — 1)6)
= cos((n + 1)8) + cos((n — 1)0) — cos((n — 1)6)
= cos((n + 1))

On a ainsi montré par récurrence que

VneN V8eR, Hy(cos(f))= cos(nb)

1
3. Soit (P,Q) € R[X]? lintégrale [ lP(t)Q(t)\/%

dt est impropre en —1 et en 1.
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La fonction PQ est continue sur [—1,], donc d’apres le théoréme des bornes de Weierstrass,
il existe M € R tel que

vt e [_17 1}7 ‘P(t)Q(t” <M
Ainsi
Vte]*lvl[a ‘]j/(i);ig? <\/1]\{7tz

Etudions d’abord l'intégrale dt Au voisinage de 1~ on a

| =
0 1—¢2
M M M 1

VI—£2 JI+t/T—tt=1 21—t

Or l'intégrale dt est une intégrale de Riemann convergente.

LS|
=
Ainsi, par théoreme de comparaison pour les intégrales des fonctions positives l'intégrale

M
N

Par majoration on en déduit que /

dt converge.

P)Q()
V1=
0 1

On procede mutatis mutandis pour étudier I'intégrale / P()Q(t)

dt
—1 V1—1t2

1
Finalement pour tout (P, Q) € R[X]? I'intégrale / P()Q(t)
-1

dt converge absolument donc converge.

\/% dt converge.
! 1
Notons (P, Q) — /_ PR =

e Soit A un réel et soit P, @ et R trois éléments de R[X]. Alors

dt.

(P.Q+AR) = [ PO@QW) +ARD) =

- | pwew +xrorw) f—tgdt

:/113(7:)@() dt+)\/ ! Ve b

-1

= (P,Q) + MNP, R)

Ainsi application (P, Q) — (P, Q) est linéaire & droite
e Soit P et @ deux éléments de R[X], on a alors

1
(P.Q) = / P(HQ(t)——— at = Q. P)

Vet 0

Ainsi lapplication (P, Q) — (P, Q) est symétrique, comme elle est linéaire & droite elle
est donc aussi linéaire a gauche.

e Soit P € R[X], on a
vt €] —1,1[, P(t)?

Ainsi, par positivité de I'intégrale, on a

(P, P) = /_11 P(t)z\/% dt >0

Ainsi application (P, Q) — (P, Q) est positive
e Soit P € R[X] telle que (P, P) = 0. On sait que

vt €] —1,1[, P(t)?

— Intégrale de Riemann en zg

Pour zp € Ret a <
xo < b, les intégrales

b 1
/ ——dz et
0 (LU - mo)a

ote) 1
——dx
/a (w0 — @)™

convergent si et
seulement si a < 1.
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est continue sur | —1,1].

1
et que la fonction t — P(t)?
“ Vo=
Une fonction continue et positive d’intégrale nulle est nulle sur 'intervalle d’intégration,

ainsi
1

vt €] —1,1], P(t)Qm =

Do,
vte]—1,1, P(t)=0

P admet donc une infinité de racines donc c’est le polynéme nul, c’est-a-dire P = Og[x-.
Ainsi Papplication (P, Q) — (P, Q) est définie positive.
Finalement lapplication (P, Q) — (P, Q) est bien un produit scalaire sur R[X

H,,
4. Soit (n,m) € N? deux entiers naturels distincts. On va ici calculer (H,,, H,, / 1 t2 d
On va considérer le changement de variable ¢ = cos(x). Soit ¢ : ]0,n[ — ]—1,1].
x = cos(z)

1 est une fonction de classe C! strictement décroissante sur 10, 7], le changement de variable
est donc licite. Pour x €]0, 7| on a ¢’(z) = — sin(z).

De plus, pour z €]0,7[ on a sin(x) > 0 ainsi

Vz €]0, 7], sin(z) = \/sin(x)2 = /1 — cos(z)2 = /1 — (

D’ou
v €]0, 7], P(x) = —/1 —1(x)2
Alors

(Hyn, Hyy) / H,( L de

|
\

N
3
=
-
<=
O

o

8

Il
3 —
i
o
Q
wn

3
)
@)
w0
2
&
o
8

H,,(cos(x))dx

I
$
O
@]
@

0

:/ cos(nx) cos(ma) da
0
1

=3 / cos((n + m)x) + cos((n — m)x) dx
0
1 1 [7
- cos((n +m)x)dx + = cos((n —m)x) dx
T2 0 2 Jo
1 Sln n + m g 1 Sin((n — m)x) “ — Classique!
— + _—_— 7 7 R
2  n4+m 2 n—m 0 Les polynoémes
=0 (Hn)nen de cet exer-

cice sont les poly-
némes de Tcheby-
chev de premiere
espece. On les voit
revenir réguliére-
ment dans des nom-

Ainsi les polynémes H, et H,, sont bien orthogonaux.

La famille (H,),en est bien une suite orthogonale de R[X] pour notre produit scalaire.

V'

Corrigé de I’exercice 20 breux problémes,
N . N . 2 . . il est donc bon de
Le probléme revient & calculer la distance de t — t° & Vect(t — — cos(t),t — —1) pour le produit les avoir étudiés au
scalaire (f, g) / f(t)g(t) dt sur C°([0, 7], R). moins une fois.

Cette distance est atteinte pour le projeté orthogonal de ¢ ~— t* sur Vect(t + — cos(t),t — —1)

La famille (¢ — cos(t),t — 1) est orthogonale pour notre produit scalaire, il n’y a plus qu’a la
renormaliser.
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On a . " o
/ cos(t)? dt = / 14 cos(2t) dt="1
o . /2 1 .
Ainsi, la famille <t — 4/ = cos(t),t — \/>> est une base orthonormée de Vect(t — cos(t),t —
i T
1)
On a

& 1 3
22x —dt = ——
/0 - NG

et, via deux intégrations par parties,

T 2
/ 2 x [cos(t) dt = —2v2rx
0 '/T

Le projeté orthogonal de de ¢ +— % sur Vect(t — — cos(t),t — —1) est alors

2

2 31
t— —2vV 2#\/>cos(t) + = = —4cos(t) + L
T 3vm 3

N
Ainsi
™ ™ 7'('2 2
min / (t* + zcos(t) + y)> dt = <t2 - (—4 cos(t) + )) dt
z,y€R? Jo 0 3
2
Finalement I(z,y) est minimale pour z =4 et y = —%.

Corrigé de I’exercice 21

1. Ona F' = Vect((2,-1,0),(2,0,—1)). La famille ((2, —1,0), (2,0, —1)) est libre, c’est donc une
base de F'.
o . . (2,-1,0) 1
On lui applique le procédé de Gram-Schmidt. Posons © = ——— = —(2,—1,0).

12, =10} V5

Puis on pose

(2,0,—1) — ((2,0,-1), u)u
V=
||<2’ 0, _1> - <(27 0, _1)7 U>UH
(2,0,—1) — £(2,-1,0)
||(2’07_1) %(2,—1,0)”
_ 3(2,4,-5)
15(2.4,-5)]
~(2,4,-5)
V45
o 1 (2,4,-5) ,
Ainsi (u,v) = <(2, —1,0), —————= ) est une base orthonormée de F.
V5 V45

1,2,2
On a de plus F+ = Vect((1,2,2)). Ainsi w = ( ’3’ ) est une base orthonormée de F*.

(27 715 0)7

1 2,4, — 1,2,2
Finalement (u,v,w) = (\/5 ( 7\/34755)7 ( a3a )

Elle est de plus adaptée & la somme directe orthogonale R® = F @ F*.
2. Notons pp. la projection orthogonale sur F-, on a alors

> est une base orthonormée de R3.

T+ 2y+ 2z
V(e,y.2) €BY ppa((29,2) = (@, 2) whw = g (1,2,2)

Ainsi, en notant C la base canonique de R?,

N DN
= DN
= DN

1
Matc(ppe) = 9
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D’ou
1 8§ -2 =2
Mate(p) = Iy — Mate(pp) = 9 -2 5 —4
-2 -4 5
Et
1 (7 4 —4
Matc(s) = I4 — 2Matc (pFL) =—-1-4 1 -8
9\4 s 1

3. Notons B = (u, v, w) la base obtenue a la question 1.. Alors, comme cette base est adaptée a
la somme directe orthogonale R®* = F & F*, on a

1 00
Matg(p)= (0 1 0
0 0 O
Et
1 0 0
Mats(s)= [0 1 0
0 0 -1

Corrigé de ’exercice 22

1. Soient A, B,C € #,(R) et A € R. Alors
(AM+B,C) =Tr((AM + B)'C) = Tt(AATC+BTC) = ATe(AT C)+Tx(BTC) = MA, C)+(B, C).

Donc (-, -) est linéaire & gauche.
Soient A, B € ., (R). Alors

(A,B) = Tr(ATB) = Tr <(ATB)T> — Te(BTA) = (B, A).

Donc (-, -) est symétrique, donc bilinéaire symétrique.
Soit A = (ai’j)lgi’jgn S .ﬂn(R) Alors

(A, A) = Tr(AT A) = f: ATA), =D 3 (A=) > a3 >0,
i=1 i j j

Et une somme de carrés étant nulle si et seulement si chacun de ces nombres est nul, il vient
alors
(A, A) =0 V(i,j) € [Ln]* al, =0 V(i,j) € [1,n]* a;; =0 A=0.
Et donc (-, -) est bien un produit scalaire sur ., (R).
2. 1l s’agit de prouver que A, (R) = S, (R) .
Nous avons déja vu dans un TD précédent que ., (R) = S,,(R) & A, (R), alors
dim S,,(R)* = dim .#,(R) — dim S,,(R) = dim A, (R).
D’autre part, pour A € A,(R) et S € S,(R), on a
(A,8) =Tr (ATS) = —Tr(AS) = — Tr(SA) = —Tr(STA) = —(S, A) = —(A, 5).
On en déduit que (A, S) = 0. Et donc toute matrice de A,,(R) est orthogonale & toute matrice

de S,(R) : A, (R) C S, (R)™.

Ces deux espaces étant de méme dimension : ils sont égaux, et donc A,(R) = S, (R)> .
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3. Pour M € M, (R) on a
_ M+MT O M-MT

M 2 + 2
—— ——
symétrique antisymétrique

Ici 1 1
0 - 0o 1 =
02 1 5 5
0 0 0)J=]1 0 O|+|-1 0 O
0 01 1 1
- 0 1 — 0 0
2 2
symétrique antisymétrique

4. Montrer que ¢ est une symétrie orthogonale revient & montrer que ¢? = Id (i.e. o est une
symétrie) et que Ker(p — Id) et Ker(yp + Id) sont orthogonaux.

Pour M € M,,(R) on a

9 B Tr(M T A)
P (M) =¢ (M_QWA)
T T
o) — 27 o)
B Tr(MTA) Tr(AT A)
= M) =25 72 (A I h(ATA A)
Tr(MTA

= M) 27 )

=M

On a donc bien ¢? = 1d
Déterminons maintenant Ker(p — Id) et Ker(¢ +1Id) . Pour M € M,,(R) on a
Tr(M T A)
W A m
Tr(ATA
Tr(M T A)
———2A=0
Tr(ATA M)
Tr(M'TA) =0 car A non nulle
(M,A)=0
M € Vect(A)*+

(M) =M M —

¥

2

t ¢t ¢

Et

Te(MTA) ,
Tr(ATA A=-M
Tr(MTA)

& M=ol

o(M)=-M < M-2

Ainsi M € Ker(p + 1d) implique M € Vect(A), on en déduit donc Ker(¢ + Id) C Vect(A).
De plus p(A) = —A donc Vect(A) C Ker(p + 1d).
Finalement Ker(p + Id) = Vect(A).

Puisque Ker(p—1d) et Ker(p+1Id) sont orthogonaux on en déduit que ¢ est bien une symétrie
orthogonale. C’est la symétrie orthogonale par rapport a hyperplan Vect(A)*

On aurait pu étre plus malins :

1 1
Posons B = A= A. B est une base orthonormée de Vect(A)

A,4) JTi(AT4)

Te(MTA) (M,A)
Pour M € M, (R) on a T (AT A A= <A,A>A_ (M, B)B
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On reconnait 1a le projeté orthogonal de M sur Vect(A). ¢ est alors Id —2pyect(a), ¢’est donc
la symétrie orthogonale par rapport a ’hyperplan Vect(A)L

Corrigé de ’exercice 23

1. Soit (P,Q,R) € Ry[X] et A€ R, on a

(P+2Q,R) =Y (P+ Q) (0)R™(0)

<.
) ”ML\D
=)

(PP(0) +2Q™M (0)) R®(0)

@.
ol
=

PEO)R®(0) + A QW (0)R™(0)
=0 =0

,R) + MQ, R)

o~ =

Ainsi (-, -) est linéaire & gauche.
Soit (P,Q) € Ry[X]?, alors

(P,Q) =Y PP 0)Q™(0) = QW (0)PM(0) = (Q, P)

1=0

L’application (-,-) est donc symétrique. Puisqu’elle est linéaire & gauche et symétrique elle
est donc aussi linéaire a droite et ainsi elle est bilinéaire.

2
2
Soit P € R,[X], on a alors (P, P) = Z (P(’“) (0)) > 0.
i=0
L’application (-, -) est donc une forme bilinéaire positive.

2
2
Soit enfin P € Ry[X] telle que (P, P) =0, on a alors Z (P(k)(O)) =0.
i=0
Une somme de réels positifs est nulle si et seulement si tous ses termes sont nuls, ainsi

VE e [0,2], P®(0)=0

Or, d’apres la formule de Taylor pour les polynémes on a

2 2

PH(0) 4 0 ok
P:kZ o X :kZHX =0
=0 =0

Ainsi P = O]R2 [X]-

Finalement Papplication (-,-) est une forme bilinéaire définie positive sur R, [X], c’est-a-dire
un produit scalaire.
2. Soit i € [0,2] et P = X", on a alors, pour k € [0,2]

|
2! i—k

L sik<i
k)]

) U

P=q sik=i
0 sik >1

Ainsi
0 sik<i
ki
PRy =il sik=i= (.) > #Z.
. . il sik=1
0 sik>1

Soit j € [0,2] avec j # i et Q = X7, alors

Q“an{q A
jl sik=3j
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Et donc, puisque i # j
vke[o,2),  P®(©0)Q™(0)=0

Ainsi

(P,Q) = anP<’“>(0>Q<’€><0> =0
=0

La base canonique est bien une famille orthogonale.
Du calcul précédent on déduit aussi que, si P = X' alors (P,P) = P(i)(O)2 = 412, ainsi
1Pl =

2

La famille C = [ 1, X, 2), obtenue en renormalisant la base canonique est alors une base

orthonormée de R,,[X].
3. Ona,pour PE€ E fof(P)=P(1—(1-X))=P(X). Ainsi f? =1Id.

f est donc un automorphisme de E d’inverse f~! = f. f est plus précisément une symétrie

4. f est une symétrie, c’est une symétrie orthogonale si Ker(f — Id) et Ker(f + Id) sont ortho-
gonaux.

Pour (a,b,c) € R® on a

flaX?+0X +¢)=a(l - X)*+b(1 - X)+c=aX’+(2a—-b)X+a+b+c
Ainsi, en identifiant les coefficients, f(aX? 4 bX + ¢) = aX? 4+ bX + ¢ si et seulement si
—2a—b="bet a+ b+ c = c donc si seulement si a = —b.
On a donc Ker(f —Id) = Vect(1, X? — X)

De méme en identifiant les coefficients, f(aX? +bX +¢) = —(aX? +bX + ¢) si et seulement
sia=—a, —2a —b= —bet a+ b+ c= —c donc si seulement si a =0 et b = —2c¢.

On a donc Ker(f +1d) = Vect(2X — 1)

Ker(f — Id) et Ker(f + Id) sont orthogonaux si et seulement si (2X — 1,1) = 0 et (2X —
,X%2-X)=0.

Or 2X —1,1) = —1x142x04+0x0=—1%#0.

Ainsi f n’est pas une symétrie orthogonale.
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